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闽教电馆 KT2042）研究成果.
近年来，指数、对数、三角组合型的函数不等式问题在高考及各地高三质检试题中频频出现，这类问题

由于指、对数跨阶，或是指、对数与三角跨阶，在利用导数工具进行求解时，由于求导时式子较为复杂，

往往还含有超越式，学生难以作答.本文以一道莆田市 2021 届高三质检题为例，谈谈这类问题的求解策略，

期与同行交流.

一、试题呈现

（莆田市 2021 届高三第一次质检 22 题（2））已知函数 ( ) ln xf x x
e

  .

证明：
2 3( ) ln sin

4
f x x x x   .

二、试题分析

本题以初等函数为载体，考查利用导数证明不等式(含有对数与三角跨阶)的基础知识，考查推理论证

能力、运算求解能力与创新意识，考查函数与方程思想、化归与转化等思想，考查数学抽象、逻辑推理、

数学运算等核心素养，体现综合性、应用性、创新性.

三、解法赏析

解法 1   2 23 3ln sin 2ln sin
4 4

xf x x x x x x x
e

        
 

易证 ln 1x x  ，且
3 3sin
4 4

x  ，

所以    22 23 3 12ln sin 2 1 1 0
4 4 4

x x xx x x x x x
e e e

              ，原不等式成立.

评析 本题含对数与三角跨阶,若用常规方法，把要证式子的右边移项到左边构造一个函数，证该函数

的最大值小于 0，由于含两个超越式，将难以解决.本法是对“ ln x”及“ sin x”两个式子进行放缩，转化

为“非超越式”，从而突破了本题的难点.

解法 2   1 1 e xf x
x e ex

    ，且当    0, , ( ) 0; , , ( ) 0.x e f x x e f x     

所以    max
0f x f e  ，设函数    

2
2 l 2 1ln , 2 xg x x x g x x

x x
     ，

当
2 20, , ( ) 0; , , ( ) 0.
2 2

x g x x g x
   

           
   

所以  min
2 1 1 1 1 1 1 1 3ln ln 2 ln
2 2 2 2 2 2 2 2 4

g x f e
 

         
 

，

因为
3 3 3sin ,
4 4 4

x     
，所以

2 3ln sin 0
4

x x x   ，



又    max 0f x f x  ，所以   2 3ln sin
4

f x x x x   .

评析 本法考虑式子的左右两边的最值，只须证左边的最大值小于右边的最小值，易得左边的最大值为

0，故证右边式子大于 0，由于  sin 1,1x  ，故只须证
2 3ln

4
x x ＞ 即可，把跨阶的两个超越函数转化为

只含有一个超越函数，突破了本题的难点.本解法从要证式子的充分条件入手分析,得到解决问题的途径.

解法 3 由   1 1 e xf x
x e ex

    ，易得 ( ) ( ) 0.f x f e  当 0x  时,易得 sin x x .

所以
2 2 23 3ln sin ln ln

4 4
x x x x x x x x x        .

令        2
2 2 1 11 2 1ln , 2 1

x xx xh x x x x h x x
x x x

          ，

则当    0,1 , ( ) 0; 1, , ( ) 0.x h x x h x      ( )h x 在  0,1 单调递减；在  1, 单调递增.

( ) (1) 0h x h  ，所以
2 3ln sin 0

4
x x x   ，所以   2 3ln sin

4
f x x x x ＜ .

评析 解法 3的基本思路同解法 2，都是对“ sin x”进行放缩，减少超越式，区别之处是放缩的方法不

同，法 2是利用“ sin 1x  ”，而法 3 是利用“当 0x＞ 时， sin x x ”，应用这种方法是基于对该不等式

及不等式“
2ln x x x  ”掌握的熟练程度.教师平时要引导学生从数和形两个特征记住常见不等式的模型，

那么在解决不等式证明有关问题时就有的放矢了.

解法 4 研究函数
2g( ) 2 ln xx x x

e
   与   3 sin

4
x x   的值域.

22 1 2 2( ) 2 ex x eg x x
x e ex

       ,令 ( ) 0g x  ,得
22 2 =0ex x e   ，

21 16 0e    .令
2( ) 2 2h x ex x e    ,

对称轴
1 1 30, ( ) 2 0, (1) 1 0
4

x h e h
e e e

          ，

所以存在  0 0
1 ,1 , 0x h x
e

   
 

，即
2

0 02 2 0ex x e    ，

则当    0 00, , ( ) 0; , , ( ) 0.x x g x x x g x     

( )g x 在  00, x 单调递增；在  0 ,x  单调递减.

20 0 0 0
0 0 0 0 0( ) ( ) 2 ln 2ln 1 2ln 1

2 2
x x x xg x g x x x x x
e e e e

           ，

令
1 2 1 4( ) 2 ln 1 ,1 , ( ) ,

2 2 2
x e xt x x x t x
e e x e ex

         
 



当
1 ,1x
e

  
 

时， ( ) 0t x  ， ( )t x 在
1 ,1
e

 
 
 

上单调递增，
1 3( ) (1) 1
2 4

t x t
e

      .

所以 0 0
3 3( ) ( ) ( ) sin
4 4

g x g x t x x      ，所以原不等式成立.

评析 本法是把“ ln x”与“ sin x”跨阶的两类函数隔离在不等式的两边，从而把问题转化为求函数

2( ) 2 ln xg x x x
e

   的最大值，进而对 ( )g x 求导利用隐零点求得其最值.

三、变式拓展

1.已知函数   ln ,f x x x 它的导函数为  f x .证明：   cos 1xf x e x   .

证明：令    
2

cos 1 0
2
xg x x x   ＞ ，易证   0g x ＞ ,即

2

cos 1
2
x x ＜

故要证原不等式成立，只须证
2

ln ,
2

x xx x e  令     2

ln 1,
2

xx eh x g x
x x

  

即证    h x g x ，因为        
2

max min
1 22

4
eh x h e g x g

e


     ，故原不等式得证.

2.函数   1xf x e x   ，    cos 1xg x e ax x x   .

（1）求函数  f x 的极值，并证明，当 1x   时，
1 1

1xe x



；

（2）若 1a   ，证明：当  0,1x 时，   1g x  .

解（1）由题意，函数   1xf x e x   ，则   1xf x e   ，

易得函数  f x 在  , 0 上单调递减，在  0,  上单调递增，所以函数  f x 只有极小值  0 0f  ，

无极大值，则   1 0xx ef x    ，即 1xe x  ，所以 1x   时，
1 1

1xe x



．

（2）不等式   1g x  等价于
1cos 1 xax x x
e

   ，  0,1x

由（1），且  0,1x ，得
1 1

1xe x



，

所以
1 1 1cos 1 cos 1 cos cos

1 1 1x

xax x x ax x x ax x x x a x
e x x x

                 
，

令   1cos
1

h x x a
x

  


，则  
 2

1sin
1

h x x
x

   


，



当  0,1x 时，   0h x  ，所以  h x 在  0,1 上为减函数，所以     11 cos1
2

h x h a    ，

因为
π 1cos1 cos
3 2

  ，所以，当 1a   时，
1 cos1 0
2

a    ，

所以   0h x  ，所以当  0,1x 时   1g x  .

四、方法归纳

利用导数证明跨阶不等式常见的方法有：

1.直接作差构造新函数：        , 0x I f x g x f x g x      把问题转化为新函数的最值问题.

2.隔离审查双函数的最值：        min max
,f x g x x I f x g x    .难点是以“新函数有界”的眼

光对原不等式进行等价变形，从而确立  f x 与  g x .常见的几个有界（或局部有界）函数：

① ln x与 x组合的函数 2

ln lnln , ln , ,x xx x x x
x x

 ；

②
xe 与 x组合的函数 , , ,

x
x x

x

x ee x xe
e x

 ；

③与 sin x组合的函数
sin sin,x

x x
e x

.

3.利用常见不等式放缩：          f x H x g x f x g x    .利用放缩法解决零点难求的问题，

利用放缩法把复杂函数转化为简单函数.常见几个不等式：

 1ln 1, ln , 1, , ln 1 , ln
1

x x xxx x x x e x e ex x x e x
e x

         


.

五、巩固练习

1.（2014 年高考全国卷 I·理 21）设函数
1

( ) ln
x

x bef x ae x
x



  ，曲线 ( )y f x 在点 (1, (1))f 处的

切线为 ( 1) 2y e x   ．（1）求 ,a b；（2）证明： ( ) 1f x  ．

2.证明：
22ln 3sinxx x x

e
   .


