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关于向量是沟通代数、几何与三角的桥梁的思考

林运来 蔡海涛

（福建省厦门大学附属实验中学） （福建省莆田第二中学）

一、问题提出

向量理论具有深刻的数学内涵、丰富的物理背景，是进一步学习和研究其他数学领域问

题的基础，在解决实际问题中发挥重要作用[1].向量集“数”“形”于一身，既可以类似像

数那样进行运算，其本身又是一个图形，因此，向量是体现数形结合方法的良好载体，是沟

通代数、几何、三角的桥梁
[2]
.既然向量是沟通代数、几何与三角的一种桥梁，那么，桥梁

总是双向沟通的.我们理所当然地也会考虑，在向量背景下，将代数中的某个问题看成与几

何相关的问题，反过来用几何方法解决代数问题.换句话说，能不能用向量方法解决一些代

数问题？用向量方法可以解决什么代数问题？本文是笔者关于向量是沟通代数、几何与三角

的桥梁对向量教学所作的一点思考，愿与同行们一起探讨.

向量作为工具研究几何问题，开创了研究几何问题的新方法.建立向量运算与几何图形

之间的关系后，对图形的研究推进到了有效能算的水平，从而实现了综合几何到向量几何的

转折[3].利用向量，将几何问题转化为代数问题来解决，这是向量的主要功能，而且这种方

法是普遍有效的，它已经是几何研究中的一个基本方法了（平面几何中的向量方法）.把这

个方法应用于代数，也就是在向量背景下，将某些代数问题转化为几何问题来解决，这也应

成为向量的一个功能.

认识到向量具有上述两方面的功能，即它是一个双刃的工具[4]，对于向量的教学具有重

要意义.

二、用几何眼光审视向量背景下的“代数问题”

数形结合思想是数学思想的精髓之一，是知识转化为能力的杠杆，它可以使某些抽象的

问题直观化、生动化，能够变抽象思维为形象思维，有助于把握问题的本质.首先，只有意

识到向量也有将代数问题转化为几何问题的功能，才会用几何的眼光来审视向量背景下的代

数问题，回归到问题的几何意义，画出图来问题就很容易解决（有时甚至不需要画图）.

例 1 已知 ABC ，若对任意 Rt ， BA tBC AC 
  

，则 ABC 一定是（ ）

A.锐角三角形 B.钝角三角形 C.直角三角形 D.答案不确定

剖析 从运算这一角度看，向量是代数研究的对象.从代数角度看，此题的关键条件是

不等式 BA tBC AC 
  

，其左边是关于 t的变量，右边是一个定值，不等式

BA tBC AC 
  

表示函数 ( )f t BA tBC 
 

的最小值是 AC


.因此，此题可谓“向量运
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算表其外，函数最值蕴其中”，可以通过函数模型表征题设条件，利用函数思想进行处理.

设 ABC 中角 , ,A B C的对边分别为 cba ,, ，

由 BA tBC AC 
  

，得
2 2 22 2BC t tBA BC BA AC   

    
，

即 0)cos(2 2222  bctBacta ，

设
2222 )cos(2)( bctBactatf  ，

则
2 2 2 2(2 cos ) 4 ( ) 0t ac B a c b     ，

化简得 Bcb 222 sin ，即 Bcb sin .

由正弦定理，得 BCB sinsinsin  ，所以 1sin C ，即
2


C .应选 C.

这里不妨追问，向量背景下不等式 BA tBC AC 
  

的几何意义是什么？进一步，反

过来看，能用几何方法解决这个问题吗？这需要灵活地运用平面几何、平面向量、三角函数

等知识，尽可能地使这个“代数表达式”具有几何意义，从而转化成几何问题来解决.

事实上，对任意给定的实数 t，在直线 BC上总存在点D，使 BD tBC
 

，所以

BA tBC BA BD DA AD AC     
      

，

所以 AC BC
 

，因此 ABC 是直角三角形，应选 C.

由此，不难得出向量表达式 BA tBC AC 
  

的几何意义如图 1 所示：

从同一点（ A）出发向一条定直线（ BC）引线段，长度最小的线段（ AC）

一定与该直线垂直.

例 2 已知向量 a e
 

， 1e 


，对任意 t R ，恒有 a te a e  
   

，则（ ）

（A） a e
 

（B） ( )a a e 
  

（C） ( )e a e 
  

（D） ( ) ( )a e a e  
   

剖析 与例 1类似，此题既可以作为“代数问题”来处理，也可以结合题设条件中的向

量数量特征，用好“向量法”与“几何法”的衔接点——隐含的“垂直关系”，通过数形结

合，自然生成“向量法”，使问题的条件和结论的关系简洁明了的展现出来，直观、具体，

从而使问题得到解决.

设 ,OA a OE e 
   

，对任意给定的实数 t，在直线OE上总存在点D，使 te OD
 

，所

以 a te OA OD DA a e EA      
       

，所以EA OE
 

，即 ( )e a e 
  

.应选 C.

三、挖掘某些代数表达式的几何意义，构造向量解答问题

其次，在向量背景下，由于一个代数问题能用几何方法来解的前提是它具有几何意义，

因此，向量教学中还要注意培养学生分析和寻找一些代数表达式的几何意义的能力.人教 A
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版教材也有意识地通过一些习题训练和引导学生，看到与向量有关的表达式，能说出它们的

几何意义.

例 3
[3]

已知向量 ,a b
 

为非零向量，求证： a b a b a b    
     

，并解释其几何意

义.

例 4[3] 已知向量 , , ,a b c d
   

为非零向量，且 ,a b c a b d   
     

，求证：

a b c d  
   

，并解释其几何意义.

不难发现，例 3中向量表达式的几何意义是“矩形的两条对角线相等”，例 4 中向量表

达式的几何意义是“菱形的对角线互相垂直”.但更多的时候，我们所遇见的代数表达式，

其几何意义不是一眼就能看出来的，也就是说只靠直接翻译不行了，需要灵活地运用几何知

识，有时还要适当变形，或进行猜想，总之要想方设法，尽可能地使面前这个代数表达式具

有几何意义，从而转化成几何问题来解决[4].

例 5
[3]

证明：对于任意的 , , ,a b c d R ，恒有不等式

2 2 2 2 2( ) ( )( )ac bd a b c d    .

剖析 构造向量 ( , ), ( , )AB a b AC c d 
 

.

因为 cosAB AC AB AC  
   

（其中 为向量 ,AB AC
 

的夹角，即 BAC   ）.

所以
2 2 2 2 cosac bd a b c d     ，

即
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( )( ) cos ( )( )ac bd a b c d a b c d       .

其中等号成立的条件是 ,AB AC
 

共线.

这里，通过构造向量，将问题转化为向量数量积问题，是代数与几何的完美结合.问题

解决的关键在于构造出相应的向量模型，也就是找出已知代数表达式在向量背景下的几何表

征，通过解答相应的几何问题使原问题获解.回顾这个解答过程，可知其中的微观处理并不

难，难就难在如何联想到向量的数量积，而想到它的前提在于宏观地把握式子的结构.所以，

式子的结构才是引领思路的关键因素
[5]
.利用“结构特征”解题，不仅意味着我们需要有完

整性和融通性的知识结构，而且解题的关键之处还在于两点：一是需要敏锐的洞察力，善于

抓住所求问题的结构特征；二是善于联想，将已知条件或者待求结论与某一公式、法则或者

某一数学对象实现对接，进而创造性地解决问题
[6]
.

例 5 实质上就是“两个向量的数量积不大于它们的长度之积”.从中可以总结得出用向

量研究代数问题的关键步骤.

第一步，代数式子向量化，即用向量的语言来表达代数式子，如可用向量 ( , )AB a b


与

( , )AC c d


的数量积刻画 ac bd ，可用向量 ( , )AB a b


的长度的平方刻画
2 2a b ，等.
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第二步，向量式子数量化，即通过向量的运算解决相关问题.

用向量法来研究问题时，包括几何问题、物理问题，甚至代数问题，可以实现形象思维

与抽象思维的有效结合，这就不仅使向量方法成为研究数学问题的一个强有力的工具，而且

有助于学生思维能力的培养
[2]
，感受到数形结合方法的力量和作用，进一步发展数学抽象等

核心素养，从数学“具体化世界”发展到“过程符号化世界”[7].

向量是描述直线、曲线、平面、曲面以及高维空间数学问题的基本工具[1].高维向量被

广泛地用于描述多指标的对象，从而在各个领域，包括社会科学，都有着广泛的应用
[2]
.例

如，我们可以通过构造 n维向量，得出例 5 的推广形式.

设 n为大于 1 的自然数，若 ,i ia b （ 1,2,...,i n ）为任意实数，则

2 2 2

1 1 1
( ) ( )( )
n n n

i i i i
i i i
a b a b

  

   .

其中等号当且仅当 1 2

1 2

... n

n

aa a
b b b
   时成立（当 0ib  时，约定 0ia  ， 1,2,...,i n ）.

例 6 单 位 圆
2 2 1x y  上 有 三 点 1 1 2 2( , ), ( , ),A x y B x y 3 3( , )C x y ， 若

1 2 3 1 2 3 0x x x y y y      .

求证：
2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

3
2

x x x y y y      .

剖析 此题表面上考查的是解析几何问题，如果直接从解几角度来思考，处理起来会比

较麻烦，甚至可能导致半途而废.若能从向量的角度展开丰富的联想，则会碰撞出激烈的思

维火花，出现“柳暗花明又一村”的景象.

设O为坐标原点，由于 1 2 3 1 2 3 0x x x y y y      ，则OA OB OC  
  

0，

所以O为 ABC 的重心，因为 ABC 是正三角形，且 1 OCOBOA ，

所以 ABC 是等边三角形，且
2
3

AOB BOC COA 
      .

不妨设 (cos ,sin )A   ，
2 2(cos( ),sin( ))
3 3

B     ，
4 4(cos( ),sin( ))
3 3

C     .

则
2 2 2 2 2 2
1 2 3

2 4 3cos cos ( ) cos ( )
3 3 2

x x x            ，

同理
2 2 2 2 2 2
1 2 3

2 4 3sin sin ( ) sin ( )
3 3 2

y y y            .

这里，构造等边三角形，使三角形重心的（向量）性质恰到好处地体现了已知条件的数

量特征，这为通过“数”的运算处理“形”的问题搭起了桥梁，让人耳目一新，赏心悦目，

不仅减少运算步骤，对拓展学生的解题思路、增强其思维品质也会有很大帮助.
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例 7
2 4 6cos cos cos
7 7 7
     ____.

剖析 此题若作为“三角问题”来处理，当然也可以算出来，但从题中涉及到的角的数

量特征来看，发现这些角依次相差
2
7
 ，联想到等差数列

2 4 6 8 10 12, , , , ,
7 7 7 7 7 7
      ，注

意到
8 6 10 4 12 2cos cos ,cos cos ,cos cos
7 7 7 7 7 7
        ，在直角坐标系 xOy中作单

位正七边形 ABCDEFG，如图 2所示.使 (1,0)AB 


，

2 2 4 4 6 6(cos ,sin ), (cos ,sin ), (cos ,sin )
7 7 7 7 7 7

BC CD DE       
  

，

8 8 10 10 12 12(cos ,sin ), (cos ,sin ), (cos ,sin )
7 7 7 7 7 7

EF FG GA       
  

.

由于 AB BC CD DE EF FG GA      
      

0，

所以
2 4 6 8 10 121 cos cos cos cos cos cos 0
7 7 7 7 7 7
            ，

则
2 4 6 1cos cos cos
7 7 7 2
      .

图象直观看得清楚，代数论证也不困难.这里，正七边形作为建模的对象恰

到好处地体现了题目中角度的数量特征，根据零向量的特殊性，“以形解数”，

使问题迅速得解.这就需要解题者具有敏锐的观察力与想象能力，如果没有一定

的建模训练，是很难“创造”出如此简洁、优美的证明的
[8]
.

再如，《普通高中数学课程标准（实验）》对两角差余弦公式的要求是：“经历用向量

的数量积推导两角差的余弦公式的过程，进一步体会向量方法的作用.”但教学实践表明，

直接利用向量推导两角差余弦公式常常让学生感到牵强、不自然.下面的做法值得借鉴
[9]
.

如图 3所示，倾角为  的斜坡上，一物体在力 F 的作用下前进了 1m，已知 F 1N ，

力的方向与水平方向所成角为 ，求此过程中力 F所做的功 W.

将力 F 正交分解，得水平方向和竖直方向的两个分力 F1、F2，将位移 s 也按同样的方向

作正交分解为 s1、s2，可以具体计算出 W1、W2，再求出和功 W.

发现：由 W=F·s=F1·s1+F2·s2，

有 cos( ) cos cos sin sin        .

此法引导学生解决物理问题，既归纳出两角差的余弦公式，

又体现出物理与数学的关系，利于提高学生研究问题、分析问题

和解决问题的视野，让学生逐步感受到向量是沟通代数、几何与

三角的工具，进而学会用向量语言表述问题、解决问题.

在数学新课程的教学中，融入物理等其它学科思维和知识，不仅适应新课程的理念，有
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助于激发学生的想象力和思维的张力，提升学生的数学思维能力，还能培养学生从不同角度

认识问题的习惯，从多个角度寻找问题的突破口，启发学生展开丰富的想象，激活所学知识，

打开更多通往未知世界的窗，形成多种不同的解法，发展思维能力，培养创新意识，提升核

心素养.

四、简要结语

高中数学教学要使学生体会知识之间的有机联系，感受数学的整体性[10].几何与代数是

高中数学课程的主线之一.在必修课程与选择性必修课程中，突出几何直观与代数运算之间

的融合，即通过形与数的结合，感受数学知识之间的关联，加强对数学整体性的理解
[1]
.在

向量教学中，要从具体、直观入手，帮助学生将向量的代数运算与它的几何意义联系起来，

这样才能运用向量的代数性质更好地刻画几何对象；反之，从几何意义联想代数表示，进行

更为深入的研究，从而体会代数与几何的联系，数形结合的方法及其在解决问题中的力量.

这种力量集中体现在它仅用“向量相加的首尾相接法则”、“向量数乘的意义和运算律”、

“向量数量积的意义和运算律”、“平面向量基本定理”等四条基本法则
[11]
来解决几何问题.

这些是进行向量教学时应该关注的核心问题，也是从方法论的角度看待平面向量给我们的重

要启示.
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